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Résumé
Soit X une courbe projective et lisse de genre g privée de r  1 points sur un corps algébriquement clos
k de caractéristique p  0. La structure du plus grand quotient d’ordre premier à p du groupe fondamental
étale de X est bien connu par des méthodes transcendantes : il est isomorphe au plus grand quotient d’ordre
premier à p d’un groupe pro-fini libre à 2g + r − 1 générateurs. On montre que l’on peut retrouver ce
résultat par des méthodes purement algébriques pour le plus grand quotient pro-résoluble de ces groupes.
© 2008 Elsevier Inc. Tous droits réservés.
Abstract
Let X be a smooth projective algebraic curve of genus g minus r  1 points defined over an algebraically
closed field k of characteristic p  0. The structure of the largest prime to p quotient of the étale fundamen-
tal group is well known by transcendental methods: it is isomorphic to the largest prime to p quotient of a
free pro-finite group on 2g + r − 1 generators. We show that, with purely algebraic means, we can prove
the corresponding result for the largest pro-solvable quotient of these groups.
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On considère une courbe projective connexe et lisse X de genre g sur un corps algébrique-
ment clos k de caractéristique p (éventuellement nulle) et X = X \ {a1, . . . , ar} la courbe affine
définie sur k obtenue en ôtant r points à X (avec r  1). La connaissance du groupe fondamen-
tal algébrique π1(X,x) repose sur des arguments transcendants, en particulier sur le “Théorème
d’existence de Riemann” (voir [1], XII, Théorème 5.1). Le but de cette note est de prouver le
théorème de structure pour le plus grand quotient pro-résoluble et premier à p du groupe fonda-
mental, en n’utilisant que des outils algébriques. On reprend à cette fin les idées essentielles et
les arguments de [11].
Pour un groupe fini G, on note nG le nombre minimal de générateurs de G, et PG la propriété
suivante :
nG  2g + r − 1 ⇐⇒ ∃π1(X,x)G.
On sait que PG est vraie pour tout groupe G d’ordre premier à la caractéristique p, mais la
preuve est “transcendante”.
On prouvera avec des outils algébriques l’énoncé suivant.
Proposition 1. Soit la suite exacte de groupes :
1 → A → G → H → 1.
Si A est résoluble, si G est d’ordre premier à p, et si PH est vraie, alors PG est vraie.
En particulier, on a donc une preuve algébrique du fait que PG est vraie pour G résoluble
d’ordre premier à la caractéristique p.
On en déduit une preuve algébrique du théorème de structure du quotient p′-résoluble du
groupe fondamental algébrique d’une courbe algébrique affine. Pour un groupe (profini) G, no-
tons Gres la limite projective de ses quotients résolubles finis d’ordre premier à p. Pour tout
entier N  1, FN désignera un groupe profini libre à N générateurs.
Théorème 1. Soit X = X \ {a1, . . . , ar} une courbe affine définie sur un corps algébriquement
clos k de caractéristique p (éventuellement nulle), où X désigne une courbe projective lisse et
connexe de genre g et r un entier supérieur ou égal à 1. Alors :
π res1 (X,x)  F res2g+r−1.
L’ingrédient essentiel de la preuve est la formule de Grothendieck–Ogg–Shafarevich, elle-
même démontrée par des arguments algébriques (voir [9]), et dont on n’utilise ici que la forme
modérée.1 Mentionnons enfin qu’une version nilpotente du Théorème 1 a été récemment prouvée
par Lieblich et Olsson (voir [7]).
1 Dans la direction opposée, il est intéressant de noter que la preuve initiale de la version modérée de cette formule
reposait sur le théorème de structure du groupe fondamental, obtenu de manière transcendante (voir [8], V, Remark 2.19).
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2.1. Dévissages
On se ramène au cas où A est un groupe abélien l-élémentaire (pour un nombre premier l
distinct de p), irréductible pour l’action de H , grâce aux deux lemmes suivants :
Lemme 1. Si la Proposition 1 est vraie pour tout groupe abélien l-élémentaire A, irréductible
pour l’action de H , elle est vraie pour tout groupe abélien A.
Lemme 2. Si la Proposition 1 est vraie pour tout groupe abélien A, elle est vraie pour tout
groupe résoluble A.
Introduisons quelques notations. Pour une suite exacte de groupes finis
(S) 1 → A → G → H → 1
notons ()S la propriété PH ⇒ PG.
La preuve des lemmes repose sur la remarque immédiate suivante dont on omet la preuve :
Lemme 3. On se donne la suite exacte
(S) 1 → A → G → H → 1
et un sous-groupe A1 de A distingué dans G et on note A2 = A/A1. On dispose alors de deux
nouvelles suites exactes
(S2) 1 → A2 → G/A1 → H → 1,
(S1) 1 → A1 → G → G/A1 → 1.
Alors si ()S1 et ()S2 sont vraies, il en est de même de ()S .
2.1.1. Preuve du Lemme 1
Démonstration. Un groupe abélien A d’ordre premier à p est le produit direct de ses l-sous-
groupes de Sylow, qui sont caractéristiques, et donc distingués dans G. On peut donc se ramener
dans un premier temps, par un raisonnement par récurrence sur le nombre de Sylow de A, et
grâce au Lemme 3 à un l-groupe abélien A. Puis, en raisonnant par récurrence sur l’ordre de A,
et en appliquant le Lemme 3 à A1 = Al , on est ramené au cas de l-groupes abéliens élémentaires.
Enfin, une nouvelle récurrence sur le nombre de facteurs irréductibles dans la décomposition de
A comme Fl[H ]-module, permet en utilisant encore le Lemme 3 de se ramener au cas où A est
irréductible en tant que représentation de H . 
2.1.2. Preuve du Lemme 2
Démonstration. La preuve est similaire à la précédente. On raisonne par récurrence sur la lon-
gueur de la série dérivée de A, et en utilisant le Lemme 3. 
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On reprend les notations de l’introduction : on considère un corps algébriquement clos k de
caractéristique p (éventuellement nulle), une courbe algébrique affine lisse et connexe X sur k,
un point géométrique x.
On se donne un morphisme surjectif π1(X,x)H où H est un groupe fini et le revêtement
galoisien connexe correspondant π : Y → X, qu’on munit du point géométrique associé y au
dessus de x. On fixe de plus un Fl[H ]-module A de type fini irréductible.
Comme X est connexe, on a une équivalence de catégorie classique entre systèmes locaux
(pour la topologie étale) de Fl-espaces vectoriels de dimension finie d’une part, et représen-
tations de π1(X,x) à valeurs dans les Fl-espaces vectoriels de dimension finie d’autre part.
Cette équivalence envoie un faisceau localement constant F sur sa fibre Fx en x. De plus,
H 1(X,F )  H 1(π1(X,x),Fx) ([11], preuve de la Proposition 1).
Ainsi au groupe A vu comme représentation sur Fl de π1(X,x) à travers le morphisme
π1(X,x) H , est naturellement associé un faisceau étale localement constant A trivialisé par
π : Y → X. Il s’agit simplement du faisceau étale πH∗ (AY ) donné explicitement par (U → X) →
(AY (π
−1U))H , où AY est le faisceau constant sur Y associé au Fl-espace vectoriel sous-jacent
à A.
Lemme 4. On a une suite exacte :
0 → H 1(H,A) → H 1(X,A) → HomH
(
πab1 (Y ),A
)→ H 2(H,A) → 0.
Démonstration. Il s’agit de la suite exacte courte de bas degré associée à la suite spec-
trale de Hochschild–Serre Hp(H,Hq(Y,AY )) 	⇒ Hp+q(X,A) (voir Appendice A.1). Pour
identifier le troisième terme H 1(Y,AY )H de la suite on utilise l’isomorphisme H 1(Y,AY ) 
H 1(π1(Y, y),A) = Hom(π1(Y, y)ab,A), A étant trivial comme π1(Y, y)-module. L’annulation
du cinquième terme, à savoir H 2(X,A), résulte de l’hypothèse que X est affine et donc de di-
mension cohomologique 1 ([2], IX 5.7, X 5.2). 
Lemme 5. Le morphisme de transgression trans : HomH (πab1 (Y ),A) → H 2(H,A) dans la suite
ci-dessus peut-être décrit comme suit : soit u ∈ HomH (πab1 (Y ),A), u = 0. Alors u correspond
canoniquement à un revêtement galoisien ZX dont le groupe de Galois est une extension de
H par A, et trans(u) est l’opposé de la classe de cette extension dans H 2(H,A).
Démonstration. Comme la dimension cohomologique de π1(X,x) est 1 ([11], Proposition 1),
on peut, alternativement, considérer la suite exacte du Lemme 4 comme la suite exacte
d’inflation–restriction relative au module A et à la suite exacte 1 → π1(Y, y) → π1(X,x) →
H → 1. On conclut grâce au fait suivant (pour lequel on renvoie à [6], qui traite le cas des
groupes abstraits) : soit 1 → F → G → H → 1 une suite exacte de groupes profinis, A un groupe
abélien discret équipé d’une action continue de H. Soit de plus F′ le sous-groupe dérivé de F, et
γ ∈ H 2(H,F/F′) la classe de l’extension : 1 → F/F′ → G/F′ → H → 1. Alors le morphisme
de transgression trans : H 1(F,A)H → H 2(H,A) (c’est-à-dire le quatrième morphisme dans la
suite exacte d’inflation–restriction) est donné explicitement par :
∀u ∈ H 1(F,A)H = H 0(H,Hom(F/F′,A)) trans(u) = −γ ∪ u. 
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Supposons PH vraie. Le cas où les deux assertions de PH sont fausses est évident. On sup-
posera donc, dans ce paragraphe, que ces deux affirmations sont vraies à savoir nH  2g + r − 1
et ∃π1(X,x)H . Il faut vérifier PG :
nG  2g + r − 1 ⇐⇒ ∃π1(X,x)G.
2.3.1. Preuve de la Proposition 1 lorsque G n’est pas produit semi-direct
La classe de la suite exacte 1 → A → G → H → 1 dans H 2(H,A) n’est pas triviale, et son
opposée se relève donc en un élément non trivial de HomH (πab1 (Y ),A), qui est surjectif car A est
irréductible ; ce dernier correspond à un revêtement galoisien connexe Z → Y de groupe A, tel
que le composé Z → Y → X soit galoisien de groupe G et tel que la suite exacte correspondante
de groupes de Galois soit la suite exacte de départ d’après le Lemme 5. Cela montre en particulier
que la propriété ∃π1(X,x)G est toujours vraie.
Il s’agit donc de vérifier que nG  2g+r−1 est vrai. Cela résulte du fait que nG = nH  2g+
r − 1 car G n’est pas produit semi-direct. En effet, soient x˜1, . . . , x˜nH des relevés dans G d’un
système minimal de générateurs x1, . . . , xnH de H , et G˜ < G le sous-groupe qu’ils engendrent.
Le sous-groupe A ∩ G˜ de A est stable pour l’action de H , et du fait de l’irréductibilité de A,
A ∩ G˜ = A ou A ∩ G˜ = 1. Cette dernière égalité est impossible du fait que G n’est pas produit
semi-direct. Donc A < G˜ et G˜ = G.
2.3.2. Preuve de la Proposition 1 lorsque G est produit semi-direct : préliminaire
Si G est produit semi-direct de A par H , on déduit du Lemme 4 le lemme suivant :
Lemme 6. Le problème de plongement
π1(X,x)
1 A G
q
H 1
a une solution forte2 si et seulement si dimFl H 1(X,A) > dimFl H 1(H,A).
Démonstration. Une solution forte du problème de plongement correspond en effet à un élé-
ment non trivial de HomH (πab1 (Y ),A) s’envoyant sur la classe triviale de H
2(H,A). D’après le
Lemme 4, un tel élément existe si et seulement si dimFl H 1(X,A) > dimFl H 1(H,A). 
2.3.3. Calcul de dimFl H 1(X,A)
Lemme 7. Si H est un p′-groupe alors :
dimFl H 1(X,A) = (2g + r − 2)dimFl A + dimFl AH .
2 On rappelle que cela signifie qu’il existe un épimorphisme π1(X,x) → G faisant commuter le diagramme donné.
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Shafarevich : voir le Corollaire 1 de l’Appendice A.2. En effet en notant π : Y → X l’unique
revêtement de courbes projectives et lisses prolongeant π , qui est encore galoisien de groupe H ,
on peut appliquer la formule au faisceau F = πH∗ AY , qui est constructible car π est propre, et
dont la restriction à X est F|X = πH∗ AY = A. L’hypothèse sur H fait que F est modérément
ramifié, en d’autres termes pour tout x ∈ X(k) on a αx(F ) = 0, d’où la formule donnée. 
2.3.4. Lemme algébrique
On fixe un entier naturel N .
Lemme 8. On suppose que A est un groupe abélien l-élémentaire irréductible3 pour l’action de
H et que nH N . On note G le produit semi-direct G = A  H .
Alors :
dimFl H 1(H,A) < (N − 1)dimFl A + dimFl AH ⇐⇒ nG N.
Démonstration. On note S = {s : H → G} l’ensemble des sections (qui sont des morphismes
de groupes) de la projection canonique q : GH . Le groupe A agit sur S par conjugaison, et il
est bien connu que l’ensemble quotient est en bijection avec H 1(H,A). Comme le stabilisateur
de toute section est AH , on en déduit que
∣∣AH
∣∣ · |S| = ∣∣H 1(H,A)∣∣ · |A|.
Il s’agit donc de montrer :
nG N ⇐⇒ |S| < |A|N.
On suppose d’abord nG N , disons 〈u1, . . . , uN 〉 = G. Alors 〈q(u1), . . . , q(uN)〉 = H , et donc
toute section est déterminée uniquement par ses valeurs sur q(u1), . . . , q(uN), qui sont du type
a1u1, . . . , aNuN , avec (a1, . . . , aN) ∈ AN . Il y a donc au plus |A|N sections, mais le choix
(1, . . . ,1) ne convenant pas, on a donc |S| < |A|N .
Réciproquement on suppose nG > N . Soit {x1, . . . , xN } un système générateur de H et
x˜1, . . . , x˜N des relèvements arbitraires dans G. Alors pour tout (a1, . . . , aN) ∈ AN on va mon-
trer qu’il existe une (unique) section s telle que s(x1) = a1x˜1, . . . , s(xN) = aN x˜N . Comme deux
telles sections sont distinctes, ceci impliquera |S| |A|N .
Pour prouver l’existence de la section, on pose G˜ =< a1x˜1, . . . , aN x˜N >⊂ G. Alors G˜ se
surjecte sur H et B = A ∩ G˜ est un sous H -module de A. Comme A est irréductible et nG > N
on doit avoir B = 1, ce qui montre que q induit un isomorphisme de G˜ sur H , et l’isomorphisme
réciproque fournit la section souhaitée.4 
3 En particulier A est supposé non trivial.
4 Remarquons qu’il ressort de la preuve que sous l’hypothèse nG > N  nH , on a nG = nH + 1 et N = nH . Cela
peut être vérifié directement d’ailleurs par le même genre d’arguments : il suffit en effet de voir que nG  nH + 1. Soit
x1, . . . , xnH un système minimal de générateurs de H , qu’on relève arbitrairement dans G en x˜1, . . . , x˜nH . Soit de plus
a = 0 dans A. Alors x˜1, . . . , x˜nH , a engendrent G : en effet si G˜ est le sous-groupe de G engendré par ces éléments,
alors G˜ s’envoie sur H de manière surjective, le noyau A∩ G˜ est muni d’une action de H compatible avec son inclusion
dans A, et contient a, donc par irréductibilité doit être égal à A, ce qui impose G˜ = G.
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On utilise les Lemmes 6, 7 et 8 (le dernier avec N = 2g+ r −1). Plus précisément, pour mon-
trer l’implication nG  2g + r − 1 	⇒ ∃π1(X,x)G, on part d’un épimorphisme π1(X,x)
H , dont on a supposé l’existence, et on le relève à G grâce à l’hypothèse nG  2g + r − 1 et aux
lemmes. Pour montrer l’implication réciproque, on part alors d’un épimorphisme π1(X,x)G,
puis on applique le Lemme 6 à l’épimorphisme composé π1(X,x)GH , et les Lemmes 7
et 8 montrent qu’alors nG  2g + r − 1.
2.4. Preuve du Théorème 1
La Proposition 1 montre que les deux groupes profinis π res1 (X,x) et F
res
2g+r−1 ont mêmes
quotients finis. Comme le second est topologiquement de type fini, cela suffit d’après [3], Propo-
sition 15.4 ou [4], Proposition 16.10.7.
3. Remarque sur le cas des groupes d’ordre divisible par p
Il semble naturel de demander ce qu’il subsiste de la méthode précédente pour des groupes
d’ordre divisible par la caractéristique p du corps k. En particulier, on aimerait avoir une preuve
algébrique de la conjecture d’Abhyankar5 pour les groupes résolubles pour toute courbe affine,
généralisant d’une part celle donnée dans [11] pour la droite affine, et le Théorème 1 d’autre part.
Dans cette direction, on remarque que l’hypothèse que H est un p′-groupe n’intervient que
dans le Lemme 7. Si on la remplace par l’hypothèse plus faible que l’action de H sur le faisceau
F introduit dans la preuve du Lemme 7 est modérée, on a obtenu au passage le résultat suivant.
Proposition 2. Soit π1(X,x)H où H est un groupe fini d’ordre quelconque, et π : Y → X le
revêtement galoisien connexe correspondant.
On considère le problème de plongement suivant :
π1(X,x)
1 A G
q
H 1.
Si A est abélien l-élémentaire avec l = p, et irréductible pour l’action de H , si de plus le
faisceau étale A associé sur X est modéré, si enfin nG  2g+ r −1, alors le problème considéré
a une solution forte.
Remarque 1. L’hypothèse que A est modéré est bien sûr vérifiée si le prolongement canonique
de π en un revêtement de courbes projectives lisses est lui-même modéré. Dans cette situation,
les méthodes transcendantes et algébriques ne sont pas vraiment concurrentes, mais complémen-
taires : le théorème d’existence de Riemann, allié à la théorie de la spécialisation du groupe
5 On rappelle que celle-ci affirme qu’un groupe fini est groupe de Galois d’une extension étale d’une courbe affine X
si et seulement si son quotient par le sous-groupe engendré par ses p-sous-groupes de Sylow admet au plus 2g + r − 1
générateurs. Cette conjecture a été démontrée par Raynaud pour la droite affine [10] et Harbater dans le cas général [5].
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saire pour que G soit un quotient du groupe fondamental modéré, et la technique de relèvement
adoptée ici montre, pour ce type très particulier de groupe, qu’elle est aussi suffisante.
Annexe A
A.1. Hochschild–Serre
Théorème 2 (Suite spectrale de Hochschild–Serre). Soit π : Y → X un revêtement galoisien de
groupe H , et F un faisceau (abélien) étale sur X. Alors on a une suite spectrale :
Hp
(
H,Hq(Y,π∗F)
) 	⇒ Hp+q(X,F ).
Démonstration. Voir par exemple [8], III Theorem 2.20. 
Cette suite spectrale étant cohomologique, on dispose en particulier de la suite exacte courte
des termes de bas degré, qui s’écrit ici :
0 → H 1(H,H 0(Y,π∗F))→ H 1(X,F ) → H 1(Y,π∗F)H → H 2(H,H 0(Y,π∗F))
→ H 2(X,F ).
A.2. Grothendieck–Ogg–Shafarevich
On suit [8,9] : k est un corps algébriquement clos de caractéristique p (éventuellement nulle),
X une courbe algébrique irréductible, projective et lisse sur k, de point générique ν.
Définition 1. Soit l un nombre premier distinct de p, et F un faisceau constructible de Fl-
modules sur X. L’invariant de Swan de F en x ∈ X(k) est l’entier :
αx(F ) =
∞∑
i=1
gi
g0
dimFl Fν/F
Gi
ν
où gi est l’ordre de Gi , ième groupe de ramification en x dans un revêtement galoisien Y/X
trivialisant F au point générique.
Définition 2. L’exposant du conducteur de F en x est :
x(F ) = αx(F ) + dimFl Fν − dimFl Fx.
On a alors :
Théorème 3 (Grothendieck–Ogg–Shafarevich).
χ(X,F ) = χ(X)dimFl Fν −
∑
x∈X(k)
x(F ).
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Alors :
χ(X,F|X) = χ(X)dimFl Fν −
∑
x∈X(k)
αx(F ).
Le corollaire est immédiat à partir de la suite de cohomologie relative de la paire (X,X) et du
fait que dimFl Fx =
∑
i (−1)i dimFl H ix(X,F ) ([8], V, Lemma 2.10(a)).
Remarque 2. Notons que si r est le nombre de points de X − X, et g est le genre de X, alors
χ(X) = 2 − 2g − r .
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